
3.	  Methods___________________________________________________	  
Par%%on,	  

	  Ax	  =	  b	  	  	  as, 	  	  

Sample,	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Ini$alize	  on	  GPU	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  FOR	  each	  sample	  chain	  of	  x	  

	  FOR	  i	  is	  each	  row	  block	  of	  A	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Synchronize	  stream	  i	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  FOR	  k	  is	  each	  row	  of	  Aii 	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  [1]	  
	  	   	  	   	  	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  END	  FOR	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  FOR	  k	  ≠	  i	   	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  [2]	  
	   	  	  Launch	  async	  on	  GPU	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  END	  FOR	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Launch	  async	  on	  GPU	  
	  	  END	  FOR	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  END	  FOR	  

• The	  algorithm’s	  performance	  was	  compared	  to	  an	  op%mized	  
conven%onal	  ssGS.	  

• The	  Mersenne	  twister	  in	  CURAND	  was	  used	  for	  both	  implementa%ons.	  

• Three	  dataset	  sizes	  were	  drawn	  from	  the	  na%onal	  caNle	  database	  
administered	  by	  the	  	  American	  Simmental	  Associa%on.	  

• The	  analy%cal	  model	  was	  a	  three	  trait	  mul%-‐trait	  model	  with	  fixed	  effects	  
and	  random	  addi%ve	  direct	  and	  maternal	  gene%c	  effects.	  

• The	  linear	  system	  was	  par%%oned	  into	  14	  row	  blocks,	  9	  for	  fixed	  effects,	  4	  
for	  the	  animal	  gene%c	  effects	  and	  1	  for	  a	  permanent	  environmental	  effect	  
due	  to	  the	  dam.	  Blocks	  of	  the	  14x14	  LHS	  varied	  in	  size	  and	  sparsity	  

• The	  computer	  used	  Ubuntu	  12.04,	  an	  NVIDIA®	  Titan	  Z,	  and	  had	  a	  single	  6	  
core	  I-‐4930K	  processor	  over	  clocked	  to	  4.25GhZ.	  	  Only	  1	  GPU	  processor	  
was	  used	  on	  the	  Titan	  Z.	  	  

• CUDA	  6.5,	  Gnu	  C	  4.8	  using	  –mavx,	  and	  the	  cusparse	  and	  cublas	  libraries	  
were	  used	  for	  the	  sparse	  Mv	  and	  dense	  Mv	  (e.g.,	  covariates).	  

• Blocks	  of	  A	  were	  asynchronously	  copied	  to	  the	  GPU,	  allowing	  the	  CPU	  to	  
perform	  sampling	  computa%ons	  in	  [1]	  and	  the	  GPU	  to	  perform	  the	  Mv	  
computa%ons	  in	  [2]	  in	  parallel	  with	  the	  data	  copies.	  

• Separate	  streams	  were	  used	  to	  perform	  the	  asynchronous	  data	  transfers	  
and	  Mv	  computa%ons	  in	  [2]	  for	  each	  matrix	  copy/Mv.	  

• Blocks	  of	  A	  were	  stored	  as	  separate	  SCsr	  matrices	  and	  the	  x	  and	  b	  vectors	  
were	  stored	  as	  dense	  floats.	  	  

2.	  Background__________________________________________________	  
Methods	  for	  the	  solu%on	  of	  very	  large	  sparse	  linear	  systems	  have	  been	  well	  
known	  and	  widely	  used	  in	  many	  fields.	  	  The	  linear	  system	  can	  be	  
represented	  as,	  

Ax	  =	  b	  
	  Where	  A	  is	  a	  square	  ojen	  symmetric	  coefficient	  or	  lej-‐hand	  side	  matrix,	  b	  
is	  a	  right	  hand	  side	  vector	  of	  known	  values	  and	  x	  is	  a	  vector	  of	  values	  for	  
which	  inference	  is	  required.	  	  In	  sta%s%cal	  problems	  involving	  mixed	  linear	  
models	  the	  linear	  system	  involves	  one	  or	  more	  residual	  variance	  parameters,	  
and	  variance	  parameters	  of	  random	  effects	  in	  the	  model.	  	  The	  most	  popular	  
method	  for	  solving	  this	  system	  is	  conjugant	  gradient	  and	  ojen	  incorporates	  
some	  form	  of	  pre-‐condi%oner	  (PCG).	  	  However,	  PCG	  and	  other	  non-‐sampling	  
based	  methods	  for	  obtaining	  	  solu%ons	  cannot	  obtain	  the	  es%mates	  of	  the	  
sampling	  variances	  of	  the	  variables,	  which	  are	  necessary	  for	  sta%s%cal	  
inference.	  	  GS	  can	  be	  used	  to	  es%mate	  these	  variances.	  

A	  typical	  conven%onal	  implementa%on	  of	  the	  ssGS	  is,	  

	  	  	  	  FOR	  sample	  =	  1	  to	  Thousands	  
	  FOR	  i	  =	  1	  to	  length	  of	  vector	  x	  
	   	  	  	   	  	  

	  END	  FOR	  
	  	  	  	  END	  FOR	  

For	  many	  problems	  in	  gene%cs	  the	  majority	  of	  rows	  in	  A	  are	  very	  sparse	  and	  
using	  a	  sparse	  dot	  product	  on	  GPU	  does	  not	  speed	  the	  computa%on	  because	  
of	  the	  rela%vely	  small	  number	  of	  non-‐zero	  values	  in	  a	  row	  of	  A.	  
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1.Abstract___________________________________________________	  
The	  objec%ve	  of	  the	  study	  was	  to	  determine	  if	  improvements	  in	  compute	  
performance	  for	  a	  Gibbs	  Sampler	  (GS)	  applied	  to	  very	  large	  sparse	  or	  mixed-‐
density	  general	  linear	  systems	  could	  be	  obtained	  using	  heterogeneous	  
compu%ng	  with	  CUDA.	  The	  GS	  is	  a	  Markov	  chain	  Monte	  Carlo	  method	  that	  
has	  been	  used	  to	  approximate	  the	  joint	  distribu%on	  and	  marginal	  
distribu%on	  of	  variables.	  	  It	  has	  been	  used	  in	  sta%s%cal	  problems,	  especially	  
quan%ta%ve	  gene%cs/genomics,	  to	  obtain	  posterior	  distribu%ons	  of	  perhaps	  
millions	  of	  variables	  such	  as	  when	  making	  inferences	  about	  genomic	  or	  
gene%c	  effects	  in	  selec%on	  of	  livestock	  or	  plants.	  In	  conven%onal	  
implementa%ons	  GS	  involves	  sampling	  plausible	  values	  of	  the	  variables	  at	  
single-‐sites	  (ssGS)	  or	  in	  blocks,	  ajer	  upda%ng	  observa%ons	  or	  right-‐hand	  
sides	  for	  current	  values	  of	  all	  the	  other	  sampled	  effects.	  The	  process	  of	  
sampling	  is	  repeated	  tens	  of	  thousands	  of	  %mes	  to	  generate	  a	  chain	  from	  
which	  the	  posterior	  distribu%ons	  are	  determined.	  	  For	  10’s	  of	  millions	  or	  
more	  equa%ons,	  using	  CPU	  based	  methods	  have	  been	  intractably	  slow.	  	  We	  
propose	  an	  ssGS	  algorithm	  that	  par%%ons	  the	  linear	  system	  into	  an	  arbitrary	  
number	  of	  blocks,	  then	  samples	  within	  the	  blocks	  ajer	  asynchronously	  
adjus%ng	  the	  right-‐hand	  side	  for	  previous	  samples.	  	  The	  performance	  of	  the	  
algorithm	  was	  evaluated	  for	  three	  sizes	  of	  linear	  systems	  taken	  from	  real	  
problems	  in	  animal	  gene%cs.	  

4.	  Results___________________________________________	  
Table	  1.	  Characteris%cs	  of	  three	  test	  linear	  systems	  taken	  from	  a	  
typical	  very	  large	  problem	  in	  animal	  gene%cs	  

Table	  2.	  Time	  for	  a	  complete	  sample	  of	  the	  x	  vector	  for	  tradi%onal	  
and	  new	  algorithm	  

Figure	  1.	  Output	  from	  the	  NVIDIA®	  Visual	  Profiler	  when	  sampling	  
using	  the	  new	  algorithm	  and	  the	  “Small”	  problem	  size.	  	  	  	  	  	  	  	  	  

5.	  Conclusions________________________________________	  
Substan%al	  performance	  improvements	  were	  achieved	  (Table	  2)	  for	  
the	  heterogeneous	  GPU	  and	  CPU	  implementa%on	  compared	  to	  the	  
CPU	  only	  based	  ssGS	  on	  large	  linear	  system	  problems	  (Table	  1).	  	  These	  
improvements	  were	  obtained	  through	  a	  new	  algorithm	  that	  could	  
beNer	  leverage	  a	  combina%on	  of	  GPU	  based	  sparse	  matrix	  –vector	  
mul%plica%ons	  that	  occurred	  asynchronously	  while	  sampling	  using	  
smaller	  block	  diagonals	  of	  the	  LHS,	  and	  asynchronous	  data	  transfers	  of	  
off	  diagonal	  blocks	  of	  the	  LHS	  to	  the	  GPU	  using	  CUDA	  streams.	  From	  
Figure	  1,	  asynchronous	  data	  transfer	  and	  computa%on	  on	  the	  GPU	  
occurred	  for	  only	  about	  40%	  of	  the	  %me	  that	  the	  CPU	  was	  compu%ng	  
the	  samples.	  	  Future	  study	  should	  explore	  op%mal	  block	  sizes	  and	  
arrangement	  of	  equa%ons	  that	  would	  move	  as	  many	  non-‐zero	  values	  
out	  of	  the	  diagonal	  blocks	  as	  possible.	  	  Compu%ng	  the	  dot	  products	  
within	  the	  diagonal	  blocks	  while	  sampling	  remained	  the	  boNleneck.	  
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